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Аннотация. В статье предлагается математическая модель потери устойчивости бесстыкового пути, 

основанная на анализе деформированной формы эквивалентного стержня, моделирующего рельсошпаль-
ную решетку. Деформированная область эквивалентного стержня бесконечной длины разбивается на уча-
сток выпучивания с поперечными перемещениями и прилегающие участки, на которых происходит только 
сжатие. Длина участков неизвестна и определяется в ходе решения. Отличительной особенностью предла-
гаемой модели является учет разрядки сжимающих сил после потери устойчивости, а также нелинейности 
деформаций, но с сохранением гипотезы плоских сечений. Закон изменения сжимающей силы зависит от 
принятого закона изменения сопротивления среды, в которой происходит деформация. Модель улучшена 
учетом нелинейности сопротивлений продольным и поперечным перемещениям сечений эквивалентного 
стержня. Функции сопротивлений получаются аппроксимацией экспериментальных точек методом наимень-
ших квадратов, нелинейным в случае аппроксимации поперечного сопротивления. Система нелинейных 
дифференциальных уравнений, которая замыкается граничными условиями и условиями трансверсально-
сти, решается методом конечных разностей. Для составления разностных уравнений используются цен-
тральные разностные формулы, требующие минимальной длины шаблона. Решение производится мето-
дом последовательных приближений, обеспечивающим достаточное количество узлов разностной сетки. 
Приведены результаты расчетов параметров устойчивости рельсового пути, в том числе критическое зна-
чение температуры нагрева рельсов выше температуры закрепления, при котором может существовать 
устойчивая деформированная форма. Результаты решения по уточненной модели сравниваются с резуль-
татами, полученными по модели с постоянным сопротивлением и по модели без разрядки сжимающей 
силы. Уточнение модели путем учета нелинейностей различной природы имеет важное значение для 
оценки предкритического состояния бесстыкового пути. 
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Abstract. The article presents a mathematical model for the loss of stability in a continuous welded rail system, 

based on the analysis of the deformed shape of an equivalent beam that simulates the rail-sleeper grid. The 
deformed area of an equivalent infinitely long beam divided into a buckling region characterized by transverse 
displacements and adjacent regions where only compression occurs. The length of the regions is unknown and 
determined during the solution. The distinctive feature of the proposed model is to take into account the release of 
compressive forces after loss of stability, as well as the non-linearity of deformations, but with the preservation of 
the Bernoulli hypothesis. The law of changing the compressive force depends on the accepted law of changing the 
resistance of the environment in which the deformation occurs. Model has been improved to account for the non-
linearity of resistance to longitudinal and transverse cross-section displacements of the equivalent beam. 
Resistance functions are obtained by the approximation of experimental points using the least squares method, 
non-linear in case of transverse resistance approximation. The system of non-linear differential equations, which is 
closed by boundary conditions and transversality conditions, is solved by the finite difference method. The difference 
equations use central difference formulas, which require a minimum length of the template. The solution is made 
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by a method of successive approximations, ensuring a sufficient number of grid nodes. The results of track stability 
parameters calculations are presented. Including the critical value of the heating temperature of the rails above the 
fixing temperature, at which a stable deformed shape can exist. The results of the solution according to the refined 
model are compared with the results of the model with constant resistance and with the results of the model without 
the release of the compressive force. Refinement of the model by taking into account non-linearities of various 
natures is important for assessing the pre-critical state of a continuous welded track. 

Keywords: continuous welded rail, stability of flexible beam, non-linear resistance, finite difference method 
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Введение 

Географическое положение нашей страны 

располагает к интенсивному развитию железно-

дорожного транспорта. Одним из направлений 

такого развития является расширение использо-

вания бесстыкового пути. При этом применение 

длинномерных рельсовых плетей в регионах с 

жесткими климатическими условиями приво-

дит к возникновению проблем, связанных с из-

менением температуры. Возникают две задачи о 

компенсации температурных деформаций: за-

дача о разрыве рельсов при понижении темпера-

туры относительно температуры закрепления и 

задача о потере устойчивости рельсовых плетей 

при повышении температуры относительно 

температуры закрепления. Решению этих задач 

посвящено множество работ. Современные ис-

следования отечественных авторов [1; 2, с. 44] 

предлагают решения, учитывающие воздей-

ствие поездов и различных накопленных эффек-

тов. Все они либо основываются на энергетиче-

ских методах, предполагающих аппроксима-

цию функций перемещения эквивалентного 

стержня, который моделирует рельсошпальную 

решетку, либо в той или иной форме исполь-

зуют точные решения, полученные А. Я. Кога-

ном и приведенные в [3, с. 146]. В данной работе 

предлагается рассмотреть решение задачи 

устойчивости бесстыкового пути, основанное 

на анализе деформированной формы эквива-

лентного стержня и предложенное А. Кэрром 

[4]. Данное решение учитывает нелинейность 

деформаций и разрядку сжимающей силы, про-

исходящую при выбросе пути. Однако оно 

имеет некоторые особенности, связанные с мо-

делированием и сложностью получения анали-

тических решений дифференциальных уравне-

ний. Объединение преимуществ подходов, из-

ложенных в [3, 4] позволит получить уточнен-

ную модель потери устойчивости бесстыкового 

пути, пригодную к анализу его предкритиче-

ского состояния. В данной работе рассматрива-

ется статическая задача потери устойчивости 

рельсового пути, в которой нагрузками явля-

ются только продольные сжимающие темпера-

турные силы. Воздействие подвижного состава 

на путь, проявляющееся в динамической компо-

ненте нагрузки и в изменении сопротивления 

гибкого стержня перемещениям, не учитыва-

ется, что приводит к получению заниженных 

значений критической температуры. Современ-

ные исследования устойчивости пути зарубеж-

ных авторов преимущественно представляют 

собой параметрический анализ конечно-эле-

ментных моделей рельсошпальной решетки 

разной степени детализации [5, с. 172; 6, с. 822] 

при помощи прикладных CAE-программ. 

Материалы и методы исследования 

В случае возникновения выброса пути 

наблюдается локальная потеря устойчивости 

рельсошпальной решетки, которая представ-

ляет собой раму на вязкоупругом основании. 

Сопротивление между элементами рамы обес-

печивается силами трения, т. е. соединения 

проявляют существенную нелинейность. Все 

это приводит к значительным трудностям при 

точном моделировании и подавляющее боль-

шинство исследователей вместо рамы исполь-

зуют в качестве модели эквивалентный стер-

жень с соответствующими геометрическими 

характеристиками поперечного сечения. За-

мена рамы эквивалентным стержнем исклю-

чает из модели взаимное перемещение рель-

сов и шпал и, соответственно, силы сопротив-

ления в их соединениях. Такое упрощение не 

позволяет рассматривать локальные деформа-

ции в соединениях рельсошпальной решетки 

и предварительное напряжение вследствие 

угона пути, но дает возможность построить пер-

вое приближение расчетной модели потери 

устойчивости бесстыкового пути. В настоящей 

работе рассматривается только первая мода 

потери устойчивости гибкого эквивалентного 

стержня. При моделировании выброса ис-

пользуется стержень бесконечной длины, так 

как длина рельсовых плетей многократно пре-

вышает длину деформированной области. Де-

формированная область разбивается на три 
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участка: участок выпучивания длиной 2L, на ко-

тором наблюдаются поперечные перемещения 

сечений стержня, и прилегающие участки дли-

ной A, на которых происходит только сжатие 

(рис. 1). Длины участков заранее неизвестны и 

подлежат определению в ходе решения. 

При потере устойчивости эквивалентного 

стержня происходит разрядка сжимающих 

сил: величина сжимающей силы на деформи-

рованном участке принимает значение, кото-

рое меньше обычной температурной сжимаю-

щей силы Nt = EFT. Здесь E – модуль упру-

гости рельсовой стали; F – площадь попереч-

ного сечения эквивалентного стержня;  – ко-

эффициент линейного температурного расши-

рения; T – температура нагрева свыше темпе-

ратуры закрепления рельсов. Величина наимень-

шей сжимающей силы 
tN  на участке выпучи-

вания принимается в качестве параметра, пе-

ребором которого конструируется решение. 

Сопротивление перемещению рельсошпаль-

ной решетки зависит от множества факторов, 

к которым относится влияние окружающей 

среды и условий эксплуатации. Большое коли-

чество работ отечественных и зарубежных ав-

торов [7, с. 2; 8, с. 5; 9, с. 2] посвящено плани-

рованию и проведению экспериментов по 

определению таких сопротивлений. В модели 

потери устойчивости гибкого стержня удобно 

использовать функции сопротивления, получае-

мые некоторой аппроксимацией эксперимен-

тальных точек. Для дальнейшей аппроксимации 

возьмем зависимости для продольного и попе-

речного сопротивлений, приведенные в работах 

[4; 9, с. 5]. Графики этих сопротивлений, постро-

енные по усредненным экспериментальным 

данным, показаны на рис. 2. 

Оба графика имеют асимптоты и не прохо-

дят через ноль, что не позволяет в общем слу-

чае аппроксимировать экспериментальные 

точки функциями, линейными относительно 

коэффициентов. Но если принять во внима-

ние, что наибольшее продольное перемеще-

ние umax в приближенном решении [4, с. 24] не 

превышает 6 мм, то можно построить аппрок-

симирующую функцию для продольного со-

противления без учета области за пределами 

графика, приведенного на рис. 2. 

Аппроксимация обеих функций сопротивле-

ния проводится методом наименьших квадратов. 

В случае продольного сопротивления в качестве 

аппроксимирующей функции примем функцию, 

линейную относительно коэффициентов: 

 

Рис. 1. Деформированная форма эквивалентного стержня 

 

 

Рис. 2. Зависимость сопротивлений грунта от перемещений гибкого стержня 
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  1/, , ,pr u A B Au B   (1) 

где u – продольное перемещение стержня; A и 

B – коэффициенты; p – номер итерации чис-

ленного решения.  

В соответствии с методом наименьших 

квадратов нужно найти минимум функции 

ошибки. Условие минимума функции приво-

дит к системе уравнений, линейных относи-

тельно коэффициентов функции r. Последова-

тельное решение этой системы с различными 

значениями p приводит к следующей функции 

продольного сопротивления: 

  32,8767 1,7723.r u u   (2) 

Наибольшие поперечные перемещения 

принимают значения более 200 мм, и при ап-

проксимации экспериментальных точек неко-

торой функцией необходимо учитывать нали-

чие асимптоты в зависимости сопротивления 

от перемещений. В работе [3, с. 146] предлага-

ется использовать функцию арктангенса для 

аппроксимации функции поперечного сопро-

тивления. Недостаток такого приближения за-

ключается в том, что арктангенс проходит че-

рез точку (0; 0), в то время как начальное со-

противление поперечным перемещениям от-

личается от нуля. Примем следующий вид ап-

проксимирующей функции: 

 , , , ,
B

v Cv A B C Ae


   (3) 

где v – поперечное перемещение стержня; A, B 

и C – коэффициенты. 

Условие минимума функции ошибки ап-

проксимации приводит к системе трех уравне-

ний, нелинейных относительно коэффициентов 

A, B и C. Решение для этих коэффициентов бу-

дем искать при помощи итерационной проце-

дуры, основанной на неявном демпфированном 

методе Ньютона – Рафсона. Примем начальное 

приближение (A0 = 7,1; B0 = 0,023686; C0 = 0,01) 

и коэффициент демпфирования  = 0,5. Полу-

чаем следующее решение для аппроксимирую-

щей функции поперечного сопротивления: 

 
0,5473

0,23976,8174 .vv e


   (4) 

В дальнейшем решении используются 

функции сопротивлений (2) и (4), но их вид на 

ход решения не влияет, и аппроксимация мо-

жет быть проведена любым способом. Или 

может вообще не проводиться, и при решении 

используется табличная форма функций со-

противления. 

Анализ работы внешних сил, затраченной 

на деформацию гибкого стержня, приводит к 

системе дифференциальных уравнений, по-

дробный вывод которых приведен в [10, с. 569]. 

Эта система, описывающая деформированную 

форму эквивалентного стержня на участке ло-

кальной потери устойчивости, с учетом приве-

денных выше рассуждений имеет вид 

      

    

    

;

;

,

L L L L

L L

A A

EJv EF T v v

EF T r u

EF T r u

      
    


    


  (5) 

где J – осевой момент инерции поперечного се-

чения эквивалентного стержня; vn – поперечные 

перемещения на соответствующем участке 

(vA ≡ 0); un – продольные перемещения на со-

ответствующем участке;  
21
,

2
n n nu v     

,n A L  – нелинейные деформации на соответ-

ствующем участке.  

Деформация L относится к участку выпу-

чивания, деформация A – к прилегающему 

участку без поперечных перемещений. Все 

операции дифференцирования производятся по 

переменной x. Первое уравнение системы (5) 

совпадает по форме с уравнением устойчиво-

сти бесстыкового пути в [3, с. 147], если 

учесть, что интеграл второго уравнения есть 

величина сжимающей силы, принимаемая ав-

тором постоянной. 

Для дифференцирования произведения в 

первом уравнении запишем интеграл второго 

уравнения в виде 

   
0

,

x

L t LEF T N r u dx        (6) 

где 
tN  – наименьшее значение сжимающей 

силы на участке выпучивания. 

Раскроем скобки в системе (5), приведем 

уравнения к каноническому виду и перепи-

шем относительно продольных и поперечных 

перемещений: 

 
 

 

 

 

0 ;

;

.

x

t L

L

L L L L

L

L L L

A

A

N r u dx
v

v v r u v
EJ EJ

r u
u v v

EF

r u
u

EF




      




    



  






(7) 

Решать систему уравнений будем при по-

мощи универсального численного метода реше-
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ния подобных задач – метода конечных разно-

стей. Наивысший порядок производной в пер-

вом уравнении – четвертый. Для аппроксима-

ции этой производной центральной конечно-

разностной формулой требуется пять точек, со-

ответственно, выбираем для первого уравнения 

пятиточечный шаблон. Нанесем на участке L 

равномерную сетку с количеством узлов n. За-

меняя в первом уравнении системы (7) произ-

водные на их разностные аналоги и группируя 

множители при узлах, получаем следующую ко-

нечно-разностную схему первого уравнения: 

       1 2 32 1 1L L L Lj j j j
v C v C v C v

  
     

 
 4

2
,

j L

L j

h v
v

EJ


    (8) 
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3 4
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t L

j L

h N r u dx
h r u

C
EJ EJ

 
 
 
 

  


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 / 1h L n   – шаг сетки на участке выпучи-

вания.  

Интегралы в приведенных формулах бе-

рутся на соответствующих шагах итерационной 

процедуры численным методом по правилу тра-

пеций. Записывая такие уравнения для всех уз-

лов сетки, получаем систему из n уравнений с 

n + 4 неизвестными перемещениями в узлах. 

Граничные перемещения для функции попереч-

ных перемещений на участке L, с учетом сим-

метричности задачи и первой моды потери 

устойчивости, имеют вид: 

     

   

0 0; 0 0; 0;

0; 0.

L L L

L L

v v v L

v L v L

   

  
   (9) 

Оставшиеся два уравнения системы (7), опи-

сывающие продольные перемещения сечений 

стержня на разных участках, включают произ-

водные не выше второго порядка. Для их ап-

проксимации центральными конечно-разност-

ными формулами достаточно трехточечного 

шаблона. Рассмотрим указанные уравнения от-

носительно только продольных перемещений u, 

заменим производные на их разностные аналоги 

и сгруппируем множители при узлах. Получаем 

следующую конечно-разностную схему: 

         
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
     




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(10) 

где h1 = h – шаг сетки на участке выпучивания; 

 2 / 1h A n   – шаг сетки на прилегающем 

участке.  

Граничные условия для функции продоль-

ных перемещений складываются из условий 

на концах стержня и условий сопряжения 

участков: 

       

     

0

0

0 0; 0; ;

; 0.

L A L A

L A A

u u L u L u L

u L u L u L

  

   
 (11) 

Анализ матрицы коэффициентов общей 

системы уравнений показывает, что она имеет 

блочный вид и уравнения относительно попе-

речных и продольных перемещений могут 

быть решены независимо. Для поиска реше-

ний поперечных перемещений используются 

уравнения (8) совместно с граничными усло-

виями (9). Продольные перемещения полу-

чаем решением уравнений (10) совместно с 

граничными условиями (11). Решение произ-

водится методом последовательных прибли-

жений, позволяющим определить достаточ-

ное количество узлов разностной сетки и по-

добрать с достаточной точностью значения 

переменных сопротивлений в узлах. 

Результаты исследования 

Расчет выполнен в системе компьютерной 

алгебры с использованием параметров эквива-

лентного стержня из работы [4, с. 26]. В таб-

лице приведены результаты расчетов по сле-

дующим моделям: расчет 1 – решение без 

учета разрядки сжимающей силы на деформи-

рованном участке; расчет 2 – решение из [4, 

с. 21], не учитывающее продольных сопротив-

лений на участке выпучивания; расчет 3 – ори-

гинальное решение с учетом переменных со-

противлений на всех участках. 

Для расчетов 2 и 3 указано наименьшее зна-

чение температуры нагрева, при котором может 

возникать устойчивая деформированная форма 

эквивалентного стержня. В модели расчета 1 от-

сутствует экстремум функции температуры, по-

этому в качестве расчетного значения принята 

критическая температура из расчета 3. На рис. 3  

представлены графики зависимостей сжимаю-

щей силы на участке выпучивания 
tN  и темпе-

ратуры нагрева T от наибольших поперечных 
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перемещений vmax. Графики продольных и попе-

речных перемещений сечений эквивалентного 

стержня представлены на рис. 4. 

Сплошной синей линией показаны резуль-

таты расчета 1, пунктирной красной линией – 

расчета 2 и штрихпунктирной черной линией – 

расчета 3. В модели без разрядки сжимающих 

сил длина A прилегающего участка оказыва-

ется бесконечно большой. А перемещения на 

этом участке постоянны и не равны нулю, что 

Результаты расчета параметров деформированной формы 

Номер 

расчета 

Температура 

нагрева T, °С 

Сжимающая 

сила tN , кН 

Длина 

участка L, 

м 

Длина 

участка A, 

м 

Наибольшие по-

перечные переме-

щения v, мм 

Наибольшие про-

дольные переме-

щения u, мм 

1 42,79 1342,1 5,28  95,0 1,2 

2 43,68 909,9 6,40 48,6 206,6 3,8 

3 42,79 909,9 6,42 92,6 231,3 5,0 

 

 

Рис. 3. Зависимость сжимающей силы tN  и температуры нагрева T  

от наибольших поперечных перемещений vmax 

 

 

Рис. 4. Функции поперечных перемещений v и продольных перемещений u 
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противоречит условиям ограниченного темпе-

ратурного расширения и предполагает отсут-

ствие сопротивления продольным перемеще-

ниям. 

Значение поперечных перемещений в рас-

чете 1 значительно меньше значений в осталь-

ных расчетах и совпадает с результатами рас-

чета деформаций стержня в упругой среде 

классическим методом С. П. Тимошенко. 

Выводы 

В работе представлена альтернативная ма-

тематическая модель для оценки устойчиво-

сти бесстыкового пути в случае моделирова-

ния рельсошпальной решетки эквивалентным 

стержнем. Учтена разрядка сжимающих сил 

после деформации, которая оказывает значи-

тельное влияние на параметры деформирован-

ной формы. Исходная математическая модель 

дополнена учетом нелинейной зависимости 

сопротивлений продольному и поперечному 

перемещениям рельсошпальной решетки от 

величины этих перемещений. Для определе-

ния итоговых значений компонент векторов 

перемещений используется метод последова-

тельных приближений, критерий останова ал-

горитма основан на оценке близости двух со-

седних решений. 

Анализируя результаты расчетов, можно 

сделать вывод, что математические модели без 

учета разрядки сжимающих сил плохо подходят 

для оценки параметров потери устойчивости эк-

вивалентных стержней. В этом случае зависи-

мость температуры и наибольших поперечных 

перемещений имеет монотонный характер, при-

чем меньшим значениям температуры соответ-

ствуют большие перемещения. Функции про-

дольных и поперечных перемещений, получен-

ные в результате расчета по такой модели, зна-

чительно отличаются от результатов с учетом 

разрядки. Поперечные перемещения получа-

ются существенно меньшими, продольные пе-

ремещения нигде не обращаются в ноль, кроме 

центра деформированной формы. 

Учет нелинейного характера сопротивле-

ний не оказывает значительного влияния на 

величину критической температуры, после 

которой возможно существование равновес-

ной деформированной формы. Но влияет на 

величину перемещений при потере устойчи-

вости, а также немного меняет форму зависи-

мости температуры и перемещений. В целом 

учет нелинейностей различной природы при 

моделировании может быть использован для 

уточнения методик определения предкрити-

ческих состояний бесстыкового пути. 
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