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УЧЕТ ДЕМПФИРОВАНИЯ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
БАЛКИ С ПОВРЕЖДЕНИЯМИ С ДВИЖУЩЕЙСЯ ПО НЕЙ МАССОЙ
В работе рассмотрено аналитическое моделирование взаимодействия шарнирно-опертой

балки Эйлера—Бернулли с повреждениями и движущейся по ней массы. При этом учтены эффекты
демпфирования в конструкции, что дает возможность получать более точные результаты. Числен-
ный эксперимент позволил установить, что влияние демпфирования проявляется на высоких
скоростях движения массы.

Ключевые слова: динамика, балка с повреждениями, движущаяся масса, демпфи-
рование.

Колебание пролетных строений мостов в общем случае описывается с помощью
двух математических подходов, основанных на использовании балки Эйлера—Бернул-
ли или балки Тимошенко без или с движущейся по ним нагрузкой [7]. Необходимость
использования аналитических моделей, описывающих колебание пролетного строения
моста, диктуется тем, что это значительно сокращает время параметрических исследо-
ваний. Расчет может начинаться сразу же после изменения какой-либо переменной,
например скорости движения экипажа по пролетному строению моста. Более деталь-
ный расчет на базе конечно-элементной модели может быть выполнен позже для
подтверждения каких-либо данных или для получения более детальной картины пове-
дения пролетного строения моста при движущемся по нему экипаже.

В 1984 г. было положено начало разработкам теории колебаний линейно-протя-
женных конструкций с повреждениями [2]. Были рассмотрены вопросы записи диффе-
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ренциальных уравнений движения и соответствующих граничных условий для балок
Эйлера—Бернулли с одной или несколькими парами симметричных трещин. Эффект
наличия трещины в балке достигается путем изменения параметров деформаций,
напряжений, перемещений и моментов в дискретном элементе. В частности, измене-
ния напряжений, вызванные наличием трещины, описаны с помощью локальной
функции для элемента, соответствующего поврежденному месту. Значение локальной
функции в поврежденном элементе зависит от расстояния до трещины, а также от
параметра, который оценивается с помощью экспериментов.

Результаты первых исследований в настоящее время используются для моделиро-
вания взаимодействия и вычисления откликов в системе «пролетное строение моста —
движущийся экипаж». В работе представлена процедура для определения динамичес-
кого коэффициента для поврежденной шарнирно-опертой балки Эйлера—Бернулли
под действием движущейся по ней массы [3]. В качестве повреждения рассмотрена
трещина, развитая в поперечном сечении снизу или сверху и одновременно сверху и
снизу. Для вычисления податливости пружины, моделирующей наличие поврежден-
ного элемента, используются методы механики разрушения. В отмеченных работах
существует несколько важных допущений: использование сосредоточенных масс [3];
неоднозначное вычисление сил взаимодействия движущейся нагрузки с балкой. Ука-
занное влечет за собой проблемы, связанные с учетом конвективной длительности
ускорения и обеспечением условия сходимости итерационной вычислительной схемы
[3, 4].

Указанные недостатки отсутствуют при вычислении спектра ответа шарнирно-
опертой балки Эйлера—Бернулли с повреждениями, смоделированными вращатель-
ными пружинами. Аналитическое решение в таком случае основано на разложении в
ряд функции вертикального прогиба балки, собственные значения которой предвари-
тельно вычислены с учетом наличия дефектов. Для оценки достоверности и точности
такого аналитического метода был выполнен натурный эксперимент. При этом величи-
на прогиба конструкции оказалась несколько большей, чем вычисленное значение, но
в пределах инженерной точности [1].

Целью данной работы является развитие идей, предложенных в работе [1] и
связанных с повышением точности вычисления вертикальных прогибов путем учета
демпфирования конструкции.

Модель поврежденного балочного пролетного строения
Запишем уравнение движения системы «балка — движущаяся масса» следующим

образом:
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где A — масса единицы длины балки; EI(x) — изгибная жесткость балки; w(t)  —
функция вертикального перемещения балки; c — демпфирование балки; (t) — положе-
ние нагрузки в момент времени t; [·] — дельта-функция Дирака.

Представив балку длиной L как N сегментов, соединенных между собой вращатель-
ными пружинами (возможные места повреждений), податливость которых уменьшена
на величину ci, с линейной массой A, изгибной жесткостью EI(x), которая соответству-
ет бездефектному состоянию, и длиной li (рис. 1), уравнение движения (1) для каждого
i-го сегмента можно записать следующим образом:
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1)  — a = 0,5 ; 
2)  — b = 1 ; 
3)  — L = 50 ;   
4)  — E = 210 ; 
5)  —  = 23,54 3. 
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-
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1.  15 : 
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2.  25 : 
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3.  35 : 
a)  0,6 ; 
b)  0,4 . 
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Вычисленные максимальные вертикальные перемещения точки контакта движу-
щейся массы с балкой с различными повреждениями приведены в табл. 1–7. Сравнение
вертикальных перемещений точки контакта массы с балкой показало, что введение в
уравнение движения демпфирования уменьшило максимальные прогибы. Величина
демпфирования влияет на характер колебаний — так, например, график вертикальных
перемещений точки контакта сглаживается (рис. 2).

Таблица 1

Максимальные вертикальные перемещения точки контакта.
Балка без повреждений

Таблица 2

Максимальные вертикальные перемещения точки контакта. Вариант 1.a

Таблица 3

Максимальные вертикальные перемещения точки контакта. Вариант 1.b

Таблица 4

Максимальные вертикальные перемещения точки контакта. Вариант 2.a

Таблица 5

Максимальные вертикальные перемещения точки контакта. Вариант 2.b

Таблица 6

Максимальные вертикальные перемещения точки контакта. Вариант 3.a

Декремент V = 1 м/с V  = 2 м/с V = 4 м/с V = 6 м/с V = 8 м/с V = 10 м/с 
i = 0 2,97E-03 3,00E-03 3,06E-03 3,12E-03 3,17E-03 3,04E-03 
i = 0,02 2,94E-03 2,95E-03 3,00E-03 3,05E-03 3,10E-03 2,98E-03 
i = 0,05 2,94E-03 2,94E-03 2,96E-03 2,99E-03 3,04E-03 2,92E-03 

 

Декремент V = 1 м/с V = 2 м/с V = 4 м/с V = 6 м/с V = 8 м/с V = 10 м/с 
i = 0 3,02E-03 3,05E-03 3,13E-03 3,19E-03 3,25E-03 3,07E-03 
i = 0,02 2,99E-03 3,00E-03 3,06E-03 3,12E-03 3,18E-03 3,00E-03 
i = 0,05 2,99E-03 2,99E-03 3,02E-03 3,06E-03 3,11E-03 2,95E-03 

 

Декремент V = 1 м/с V = 2 м/с V = 4 м/с V = 6 м/с V = 8 м/с V = 10 м/с 
i = 0 3,20E-03 3,23E-03 3,31E-03 3,39E-03 3,49E-03 3,22E-03 
i = 0,02 3,16E-03 3,18E-03 3,23E-03 3,31E-03 3,40E-03 3,17E-03 
i = 0,05 3,16E-03 3,16E-03 3,18E-03 3,24E-03 3,31E-03 3,13E-03 

 

Декремент V = 1 м/с V = 2 м/с V = 4 м/с V = 6 м/с V = 8 м/с V = 10 м/с 
i = 0 3,04E-03 3,08E-03 3,15E-03 3,21E-03 3,26E-03 3,06E-03 
i = 0,02 3,02E-03 3,03E-03 3,08E-03 3,14E-03 3,19E-03 3,00E-03 
i = 0,05 3,02E-03 3,02E-03 3,04E-03 3,08E-03 3,12E-03 2,96E-03 

 

Декремент V = 1 м/с V = 2 м/с V = 4 м/с V = 6 м/с V = 8 м/с V = 10 м/с 
i = 0 3,29E-03 3,29E-03 3,40E-03 3,50E-03 3,57E-03 3,11E-03 
i = 0,02 3,27E-03 3,26E-03 3,33E-03 3,41E-03 3,49E-03 3,09E-03 
i = 0,05 3,27E-03 3,27E-03 3,29E-03 3,35E-03 3,41E-03 3,13E-03 

 

Декремент V = 1 м/с V = 2 м/с V = 4 м/с V = 6 м/с V = 8 м/с V = 10 м/с 
i = 0 3,02E-03 3,06E-03 3,12E-03 3,18E-03 3,23E-03 3,10E-03 
i = 0,02 2,99E-03 3,01E-03 3,05E-03 3,11E-03 3,16E-03 3,03E-03 
i = 0,05 2,99E-03 2,99E-03 3,01E-03 3,05E-03 3,09E-03 2,98E-03 
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Таблица 7

Максимальные вертикальные перемещения точки контакта. Вариант 3.b

Выводы
Проведено исследование поведения шарнирно-опертой балки Эйлера—Бернулли

с повреждениями, по которой движется масса, с учетом демпфирования. Установлено,
что влияние, оказываемое демпфированием в балке, проявляется при высоких скорос-
тях движения массы: график вертикальных перемещений сглаживается, а максимальные
амплитуды колебаний уменьшаются.

В результате получено более точное описание взаимодействия системы «балка с
повреждениями — движущаяся масса», позволяющее вычислить отклики массы и балки
с учетом всех физических характеристик материала балки. Вычисленные амплитуды
колебаний при этом более точны и приближены к реальным амплитудам.

Полученные теоретические результаты могут быть использованы для моделирова-
ния поведения реальных пролетных строений мостов с повреждениями при движении
по ним различных нагрузок. Учет демпфирования особенно важен при динамических
расчетах железнодорожных пролетных строений мостов с ездой на балласте, который
оказывает значительное влияние на характер колебаний.

Рис. 2. Вертикальные перемещения точки контакта. Вариант 1.b
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Декремент V = 1 м/с V = 2 м/с V = 4 м/с V = 6 м/с V = 8 м/с V = 10 м/с 
i = 0 3,19E-03 3,23E-03 3,30E-03 3,36E-03 3,42E-03 3,26E-03 
i = 0,02 3,16E-03 3,18E-03 3,23E-03 3,29E-03 3,35E-03 3,19E-03 
i = 0,05 3,16E-03 3,16E-03 3,19E-03 3,23E-03 3,27E-03 3,13E-03 
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Установлено, что наличие повреждений в пролетных строениях мостов ведет к
росту коэффициента демпфирования. Поэтому его учет также важен при моделирова-
нии и исследовании динамики несущих конструкций мостов.
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experiment proves that the damping influence occurs at high velocity of a movable load.

Key words: dynamics, damaged beam, movable load, damping.


