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И.П. Попов 

Комплексная мощность механических колебательных процессов 

В статье рассматриваются различные виды механической мощности, а именно: инерционная, дефор-
мационная, гравитационная, диссипативная и полная. Представленная дифференциация обусловлена су-
ществованием соответствующих видов механической энергии и основана на том, что мощность является 
производной работы, совершаемой для изменения той или иной энергии. Тема работы определяется тем 
обстоятельством, что для указанных видов мощности характерно комплексное представление, при котором 
полная мощность содержит ортогональные компоненты. Целью исследования является установление 
названных видов мощности для механических систем при гармонических колебаниях. Задача исследования 
заключается в анализе мгновенного значения мощности и представлении ее в виде суммы искомых состав-
ляющих. Актуальность темы обусловлена тем, что при электрическом питании привода, принуждающего 
инертное тело совершать колебания, инерционная мощность трансформируется в реактивную мощность 
сети, что, во-первых, ухудшает ее параметры, а во-вторых, сопровождается тепловыми потерями порядка 
10 % реактивной (инерционной) мощности за счет ее циркуляции в сети. Поэтому для решения вопросов 
повышения энергоэффективности важно корректно учитывать все составляющие полной механической 
мощности. Методология проведения работы определяется тем, что механические и электрические явления, 
как правило, математически изоморфны, что является основой для электрического моделирования меха-
нических процессов и систем. В работе показано, что инерционная, деформационная и диссипативная мощ-
ности представляют собой аналоги индуктивной, емкостной и активной электрических мощностей соответ-
ственно. Кратко рассмотренная гравитационная мощность является аналогом индуктивной мощности. В 
этой связи представляется закономерным, что квадрат полной механической мощности равен сумме квад-
ратов инерционной (или деформационной, или гравитационной) и диссипативной мощностей, подобно со-
отношениям для соответствующих электрических мощностей. 

Ключевые слова: гармонические колебания; инерционная, деформационная, диссипативная 
и полная мощности. 

 
При сообщении инертному телу ли-

нейных гармонических колебаний привод 
развивает два вида энергии – кинетиче-
скую [1–3] и диссипативную [4]. Производ-
ной по времени от второй является знакопо-
стоянная диссипативная мощность. Другие 
виды мощности при колебаниях, в том 
числе производная от кинетической энер-
гии, в механике не рассматриваются. 

В электротехнике, процессы которой 
зачастую изоморфны в математическом 
смысле, механическим [5–10] аналогом 
диссипативной мощности является актив-
ная мощность. При этом в электротехнике 
учитывается реактивная мощность, явля-
ющаяся аналогом производной от кинети-
ческой энергии, и полная мощность, объ-
единяющая активную и реактивную. 

Цель исследования заключается в 
определении инерционной мощности 
(производной от работы, необходимой для 
изменения кинетической энергии), полной 
и других видов мощности, развиваемых 

при осуществлении механических перио-
дических процессов. 

Задача исследования состоит в постро-
ении математической модели механиче-
ских колебательных процессов, позволяю-
щей получить аналитические выражения 
компонентов мощности. 

Актуальность темы определяется зна-
чительным влиянием механических тех-
нологических операций на энергетические 
процессы, происходящие в питающей 
сети. Инерционная и деформационная 
мощности преобразуются в электриче-
скую реактивную мощность, частота ме-
ханических колебаний порождает соот-
ветствующие гармоники в сети. Эти фак-
торы приводят к дополнительным тепло-
вым электрическим потерям – до 1/10 от 
реактивной мощности. Таким образом, 
для оптимизации энергозатрат наряду с 
учетом диссипативной мощности следует 
принимать во внимание другие виды мощ-
ности. 
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Инерционная, диссипативная и пол-
ная мощности при гармонических коле-
баниях. Пусть координата инертного тела 
массой m изменяется по закону  

sin ,x l t   

где l – амплитуда колебаний;  – цикличе-
ская частота; t – время.  

Мгновенная скорость тела имеет вид  
cos .v x l t     

Амплитуда скорости равна: 

.mV l   

Ее действующее значение по аналогии 
с электрическими величинами [11] опре-
деляется как 

.
2 2
mV l

V


   (1) 

Мгновенное значение инерционной 
силы равно: 

 
2 sin .af x lm t       (2) 

Пусть сила сопротивления движению 
имеет вид 

cos ,f x l t        (3) 

где μ – коэффициент сопротивления.  
Суммарная сила равна: 

2 sin cosaf f f lm t l t           

2 2 2

2 2 2
cosl m t

m

 
      
   

 

2 2 2
sin .

m
t

m


 
   

 

Для придания выражению компактно-
сти может быть введено обозначение 

 

arctg .
m

 


 (4) 

Тогда выражение для суммарной силы 
примет вид 

2 2 2 (cos cos sin sin )f l m t t            

2 2 2 cos( ).l m t         

Амплитуда силы равна: 
2 2 2 .mF l m      

Ее действующее значение по аналогии 
с электрическими величинами определя-
ется как 

2 2 2

.
2 2

m l mF
F

   
   (5) 

Мгновенное значение мощности равно: 
2 2 2 cos ( ) coss fv l m t l t             

 2 2 2 2 20,5 cos cos (2 )l m t           

 cos cos (2 )FV t      

 cos cos 2 cos sin 2 sinFV t t        

 cos 1 cos 2FV t      

sin sin 2 .FV t     (6) 

По аналогии с электрической активной 
мощностью под диссипативной мощно-
стью следует понимать величину 

cos .P FV   (7) 

Замечание 1.  – это не пространствен-
ный сдвиг. Это сдвиг между фазами коле-
баний силы и скорости. 

По аналогии с электрической реактив-
ной мощностью под инерционной мощно-
стью следует понимать величину 

sin .iQ FV   (8) 

Замечание 2. Так же как и в электро-
технике, P – это среднее значение, напри-
мер, за период, а Q – это амплитуда.  

По аналогии с электрической полной 
мощностью под полной механической мощ-
ностью следует понимать величину, равную 
произведению действующих значений силы 
и скорости: 

2 2 .iS FV Q P    (9) 

В соответствии с (1), (5) и (8) 
siniQ FV    

2 2 2

2 2 22 2

l m l m

m

     
 

  
 

2 3

.
2

ml 
  (10) 

С другой стороны,  
2 sin cosaf v lm tl t        
2 30,5 sin2l m t      

sin2 sin2 ,a iFV t Q t      (11) 
что соответствует (6) и является подтвер-
ждением (10). 

В соответствии с (1), (5) и (7)  
cosP FV    

2 2 2

2 2 22 2

l m l

m

     
 

  
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2 2

.
2

l 
  (12) 

С другой стороны,  
cos cosf v l tl t         

2 20,5 (1 cos 2 )l t       

(1 cos 2 ) (1 cos 2 ),F V t P t       (13) 

что соответствует (6) и является подтвер-
ждением (12). 

Из (9), (10) и (12) следует 
2 2 2

2 2

l m l
S FV

    
    

2 2 2 2 2

.
2

l m   


 
Деформационная, диссипативная и 

полная мощности при гармонических 
колебаниях. Здесь рассматривается упру-
гая деформация тела при гармоническом 
силовом воздействии [12–15]. Масса тела 
не учитывается. 

Мгновенное значение упругой силы 
равно: 

 
sin ,kf kx kl t    (14) 

где k – коэффициент упругости.  
Суммарная сила с учетом (3) имеет вид 

sin coskf f f kl t l t         

2 2 2

2 2 2
sin

k
l k t

k


    
  

 

2 2 2
cos .t

k


 
  

 

По аналогии с (4) вводится обозначение 

arctg .
k

 


 
Выражение для суммарной силы при-

мет вид 

 2 2 2 sin sin cos cosf l k t t           

2 2 2 cos ( ).l k t      

Амплитуда силы равна: 
2 2 2 .mF l k     

Ее действующее значение определя-
ется как 

2 2 2

.
2 2
m l kF

F
 

   (15) 

Мгновенное значение мощности 
равно: 

2 2 2 cos ( ) coss fv l k t l t            

=  2 2 2 20,5 cos cos (2 )l k t           

=  cos cos (2 )FV t   
 

 cos cos 2 cos sin 2 sinFV t t      
 

 cos 1 cos 2 sin sin 2FV t FV t         

= .dp q  (16) 

Диссипативная мощность такая же, как 
в (6), (7) и (12). Действительно, 

cosP FV    
2 2 2 2 2

2 2 2
.

22 2

l k l l

k

      
 

  
 

Под деформационной мощностью 
(имея в виду (15), (1), (8) и (16)) следует 
понимать величину  

sindQ FV    

2 2 2 2

2 2 2
.

22 2

l k l k kl

k

    
 

  
 (17) 

С другой стороны,  
sin coskf v kl tl t      

20,5 sin 2kl t     

sin 2 sin 2 ,k dF V t Q t     (18) 

что соответствует (16) и является подтвер-
ждением (17). 

Полная мощность равна произведению 
действующих значений силы и скорости 

2 2 2 2
2 2 .

2
d

l k
S FV Q P

  
     

Гравитационная мощность. Момент 
силы математического маятника равен: 

,Jm mgL 
 

где L – длина маятника,  – угол отклоне-
ния, который при его малых значениях из-
меняется по гармоническому закону  

0 sin .t    

Угловая скорость равна: 

0 0cos cos .
g

t t
L

         

Мгновенное значение гравитационной 
мощности равно: 
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0 0sin cosg J

g
q m mgL t t

L
         

2 3
00,5 sin 2 .m Lg t    

Под гравитационной мощностью сле-
дует понимать величину 

2 3
00,5 .gQ m Lg   

Комплексное представление. В элек-
тротехнике принято гармонические вели-
чины представлять как проекции на оси вра-
щающихся в комплексной плоскости векто-
ров. При этом для единообразия векторы в 
комплексной плоскости изображают для 
момента времени t = 0. Применительно к 
случаю с инерционной мощностью ком-
плексное представление имеет вид 

2.j
m mV V e


  

При этом 

cos Im .m mv V t V


    

Для действующих значений 

2 ,jV Ve


  ( 2 ) .jF Fe


   

По аналогии с электротехникой под пол-
ной механической мощностью следует по-
нимать величину, равную произведению 
комплекса силы и сопряженного комплекса 
скорости: 

( 2 ) 2 ( 2 2)j j jS F V Fe Ve FVe
 

          

cos sin .j
iFVe FV jFV P jQ        

Замечание 3. Комплексная мощность не 
является изображением синусоиды, поэтому 
над ее символом точку ставить не следует. 

Деформационная мощность противо-
положна по знаку инерционной: 

( 2 ) 2 ( 2 2)j j jS F V Fe Ve FVe
 

          

cos sin .j
dFVe FV jFV P jQ         

Очевидно, что 

Re ,P F V
 

  Im .Q FV
 

  

Векторное представление. Подобно 
комплексному представлению гармониче-
ские величины можно отождествить с 
проекциями вращающихся векторов (в 
рассматриваемом случае F и V) на ортого-
нальные оси в фазовой плоскости враще-
ния. При этом 

 , ,P  F V   , ,Q F V     
222 , , .S  F V F V  

Замечание 4. Вращающиеся векторы 
при линейных колебаниях могут быть ас-
социированы с кривошипами привода, 
преобразующего вращательное движение 
в возвратно-поступательное. 

Выводы. В настоящей работе пред-
ставлено математическое описание меха-
нических колебательных процессов под 
действием внешнего силового гармониче-
ского воздействия. Развиваемая при этом 
механическая мощность помимо диссипа-
тивной составляющей содержит другие 
виды мощности – инерционную, деформа-
ционную и гравитационную. Потоки по-
следних трех видов мощности являются 
обратимыми: источник внешнего воздей-
ствия и объект, совершающий колебания, 
обмениваются между собой любым из 
этих видов мощности. В этой связи все 
виды механической мощности являются 
аналогами электрических видов мощно-
сти – активной и реактивной. По этой же 
причине полная механическая мощность 
определяется аналогично полной электри-
ческой мощности. Указанные виды меха-
нической мощности допускают комплекс-
ное и векторное представления. 
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I.P. Popov 

Complex Power of Mechanical Oscillatory Processes 

Abstract. The paper investigates various types of mechanical power, in particular, inertia, deformation, 
gravitation, dissipative and full. The proposed differentiation is determined by the existence of relevant types of 
mechanical energy and is based on the fact that power is derived from the work done to change this or that energy. 
The subject of the research is stipulated by the fact that the above mentioned types of power are characterized by 
complex representation, wherein full power is comprised of orthogonal components. The aim of the study is to 
identify the above mentioned types of power for mechanical systems under harmonic vibrations. The objective of 
the research is the analysis of the instantaneous power and its representation as the sum of sought components. 
The relevance of the research is conditioned by the assumption that with electric supply of an actuating device, 
forcing an inert body to vibrate, inertia power is transformed into the mains reactive power, what, firstly, worsens 
its parameters, and secondly, is accompanied by about 10% heat loss of reactive (inertial) power due to its 
circulation in the mains. Therefore, it is essential to take properly into consideration all the components of full 
mechanical power in the resolution of the issue of energy saving. The methodology of the research is based on the 
assumption that the mechanical and electrical phenomena are usually mathematically isomorphic, what is the basis 
for the electric modeling of mechanical processes and systems. The paper shows that inertia, deformation and 
dissipative power are the analogues for inductive, capacitive and actual electric power respectively. Briefly 
considered gravitational power is an analogue for inductive power. In this respect, it seems reasonable that squared 
full mechanical power is equal to the sum of squared inertia (deformation or gravitational) and dissipative power, 
similar to the correlation for the corresponding electrical powers. 

 
Key words: harmonic vibration; inertia, deformation, dissipative and full power. 
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